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PARATHENIE

Né kété Ligjérate, paraqgitjet pérgendrohen te operimet me matricat
dhe tenzorét né Mekanikén e Materialeve — MM. Ato i referohen
materialit homogjen elastik linear dhe pérgjithésisht anizoptrop, né
vecanti -materialit ortotrop.

Matricat - nocione té mirénjohura né Inxhinieri.

Né fusha té ndryshme inxhinierike éshté i gjeré gjithashtu interesi pér
tenzorét, si né: Inxhinieri ndértimi, Gjeologji, Gjeofiziké, Inxhinieri
mekanike, Inxhinieri elektrike, et;.

Tenzorét kané njohur aplikime té gjera edhe né drejtime té ndryshme
fiziko-matematike, si: Teoria e Relativitetit, Fizika kuantike,
Mekanika e fluideve, Elektromagnetizmi, et;.
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% SHKURT PER TENZORET

Tenzorét jané objekte (entitete) matematike, vetia themelore e té
ciléve éshté mos-ndryshimi (invarianca) ndaj ndryshimit té
sistemit kordinativ té referimit. D.m.th, sistemi i referimit mund té
ndryshojé, p.sh. ai Kartezian nga x-y-z né x’-y’-z’, dhe
komponentet e tenzorit mund té ndryshojné, por veté tenzori nuk
ndryshon, éshté invariant ndaj atij ndryshimi.

“Invarianca” e tenzoréve bén gé formulimet né trajté tenzoriale
té ligjeve té ndryshme té Fizikés té jené “invariante” dhe ashtu ato
paragesin realitetin fizik objektivisht, té pavarur nga vrojtuesi
(sistemi i referimit).



% SHKURT PER TENZORET

Tenzorét mé té thjeshté jané ata té rendit zero - késhtu

konsiderohen pérgjithésisht ska
“zero” janeé skalaré; por jo té gjt
Temperatura éshté madhési ska

arét. Té gjithé tenzorét e rendit
né skalarét jané tenzoré”.

are dhe njéherésh tenzor i rendit

“zero”: vlera e saj éshté e pavarur nga sistemi i referimit.
Ndérkaq, frekuenca e drités gé vjen nga njé burim mono-
kromatik, ndonése edhe kjo éshté madhési skalare, nuk éshté
tenzor. Arsyeja: vlera e matur e frekuencés varet nga shpejtésia gé
ka sistemi i referimit (i matjes) kundrejt burimit té rrezatimit: ligji

“Dopler” né Fiziké.



% SHKURT PER TENZORET
Vektori konsiderohet tenzor i rendit té paré. Por, edhe pér vektorét mund

té themi se “té gjithé tenzorét e rendit té paré jané vektoré, por jo té gjithé
vektorét jané tenzoré”. Vektorét e forcés, shpejtésisé, akseleracionit et;.
jané tenzoreé té rendit té paré. Ndérkaqg nuk éshteé tenzor njé madhési e

178 , ku numrat 178
720

+ dhe 720, né cm dhe N shprehin gjatésiné dhe peshén e njé njeriu.

Kjo sepse, pavarésisht gé kjo madhési mund té
thirret “vektor”, ajo nuk éshté invariante ndaj
ndryshimit té sistemit koordinativ (shih dy
figurat: vektorét kané orientime té ndryshme!)
Tenzorét e rendit té dyté mund té paragiten me
anén e matricave katrore. Por, pérséri, jo ¢cdo
matricé katrore éshté tenzor i rendit té dyté.

paraqitur me njé matricé-shtyllé apo “vektor” si p.sh.{

720

178




%ESHTNM | SHKURTER HISTORIK MBI TENZORET

“Tenzor” vjen nga latinishtja “tensus”: “sforcim”, “tension (térheqgje)” —
term dhe nocion kryesor ky i Rezistencés sé Materialeve (RM)
Mekanikés sé Materialeve (MM) dhe Teorisé sé Elasticitetit (TE).

Fillimisht termi éshté pérdorur mé 1846 nga Uilliam Hamilton (Sir
William Rowan Hamilton, 1805 — 1865), por pér té emértuar dicka té
ndryshme nga kuptimi i sotém i tij né MM. Né kété kuptim ai definohet
mé 1898 nga Fogti (Woldemar Voigt, 1850 —1919). Por, né njé kuptim té
gjeré, nocioni i tenzorit lidhet me lindjen dhe zhvillimet e Gjeometrisé
diferenciale, themeluar nga Karl Gaus (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)
dhe Bernard Riman (George Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866).
Né kété kontekst vlerésohen edhe kontributet e dhéna nga Kristofel
(Elwin Bruno Christoffel, 1829-1900).



%ESHTNM | SHKURTER HISTORIK MBI TENZORET
Fundi i shek. XIX — fillimi i shekullit XX: strukturimi i teorisé sé tenzoréve, ku

kané kontribuar vecanérisht Gibs (Josiah Willard Gibbs, 1839-1903), Rici-
Curbastro (Gregorio Ricci-Curbastro, 1853-1925) dhe Levi-Civita (Tullio Levi-
Civita, 1873-1941).

Fillimi i shek XX: aplikimet e tenzoréve né Teoriné e Pérgjithshme té
Relativitetit - TPR (1915) nga Albert Ajnshtajni (Albert Einstein, 1879-1955), gé
gjeti te tenzorét mjete matematike krejt adekuate, gati té pazévendésueshme,
pér formulimin ekuacioneve té teorisé sé tij. Aty, vend “fondamental” kané
“tenzori metrik” dhe “tenzorét e kurbésisé”, té Rimanit dhe té Ricit, té pérdorur
pér té shprehur gravitetin népérmjet Gjeometrisé.

Tenzorét jané aplikuar edhe pér shprehjet e dukurisé sé “mbivendosjes” apo té
“super-pozimit kuantik” (“Quantum Superposition”) né Mekanikén kuantike.



%ESHTNM | SHKURTER HISTORIK MBI TENZORET

Tepér efektive jané pérdorimet e tenzoréve edhe né Mekanikén e
mjedisit té vazhduar (MMV) dhe disiplinat gé pérfshin ajo, vecanérisht
né TE dhe MM. Né librin “Tensor Analysis and Continuum Mechanics”,

S
F
S

S

oringer- Verlag, Berlin, 1972 (shih Lit. [1]) profesori giermano-amerikan
uge i Universitetit té Stanfordit—SHBA (Wilhelm Flugge, 1904-1990)
hprehej se:

“Né MMV tenzorét ndjehen si peshku né ujée”

ipas Fluge, gé né gjysmeén e paré té shek XX teoria e tenzoréve u bé

mjaft térheqgése edhe pér studiuesit e MMV, por, né até periudhé
zhvillime pati kryesisht né gendrat shkencore Europiane. Mé voné, edhe

N

e SHBA, Japoni, et;.



% KUJTESA NGA MM DHE TE
* Nocioni i Mjedisit té vazhduar - MV (“Continuum”)

MV- mjedis material (“trup”) pa boshllége. MV, matematikisht
pérshkruhet né terma té funksioneve té vazhduar. Rast i vecanté: Mjedisi i
vazhduar elastik (MVE), nocion bazé né TE dhe MM. Gjaté ngarkimit té njé
MVE puna e forcave transformohet né energji potenciale té deformimit,
thjesht né “energji té deformimit”. Kur higet ngarkesa, energjia "e
magazinuar” bén qé MVE té kthehet te gjendja fillestare.

Krahas nocionit té MVE definohen edhe nocionet e sforcimit (o) dhe
deformacionit (€). Né TE dhe MM pérdoret gjerésisht koncepti i MVE
linear, gé karakterizohet nga marrédhénia lineare forca-zhvendosje (o-€).
Né MVE lineare aplikohet parimi i superpozimit té veprimeve apo
efekteve.



% KUJTESA NGA MM DHE TE

* Forcat, sforcimet dhe deformacionet

Forcat e jashtme (FJ), dy grupe: “véllimore”; “konturore” (“té
kontaktit”). Nga veprimi i FJ, pérgjithésisht cdo piké e njé MV ndikohet
prej tyre, duke shkaktuar deformacione dhe sforcime té brendshme si
“reaksion” (“kundérvénie”) ndaj atij veprimi.

Sforcimi: forcé pér njési té sipérfages; dallohet né sforcim normal o
dhe sforcim tangencial apo “té prerjes” t.

Né sistemin Sl, njésia e sforcimit éshté Paskali, Pa: 1Pa =1 N/m?. Né
fushat e Ndértimit, Gjeoteknikés, etj. pérdoren shuméfisha té Paskalit:
1kPa =10°Pa; 1daN/cm? = 105Pa = 1kgf/cm? = 1kG/cm? =1 at
(atmosferé) né sistemin e vjetér teknik té njésive.



%

KUJTESA NGA RM DHE TE

* Forcat, sforcimet dhe deformacionet

Né fushén e Gjeo
(presione) té méc

ogjisé strukturore dhe Tektonikés ka sforcime
ha dhe prandaj né to’ pérdoren shuméfisha té tillés si

Mega-Paskali (1M

Da =10°Pa) e Giga-Paskali 1GPa =10’ Pa). Né kufirin

e litosferés me mantelin e Tokés p.sh. sipas [2] presioni éshté i rendit

25GPa, né kufirin
Tokés 400GPa.

bérthamé-mantel rreth 330GPa dhe né gendér té

Deformacioni, si ai gjatésor, linear € (zgjatje/shkurtim pér njési gjatésie),
ashtu dhe ai kéndor apo “i prerjes”, y, éshté pa njési (ose m/m).



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHY

Sforcimi (i shénuar zakonisht me o) dhe tenzori i
sforcimit jané nocione gendrore né MMV.
Pavarésisht se jo me kéto emértime, ato jané futur
pér heré té paré nga Koshi’ (Augustin-Louis Cauchy,
1789 - 1857). Kéto nocione i referohen pér
thjeshtési kubit elementar té fig. 1.1, i nxjerré ky
nga njé “trup” elastik gé mund té jeté: strukturé
ndértimore (tra, kollonég, pllaké, mur mbajtés, digé
etj), detal apo konstruksion mekanik, formacion

gjeologjik, et;. \/\
Figura 1.1

X4




% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Sikurse kuptohet nga fig. 1.1, né térésiné e tyre
sforcimet shprehin veprimin mbi kubin
elementar i cili ushtrohet nga materiali jashté tij,
népérmjet “sipérfages sé kontaktit”, e formuar
kjo nga 6 faget e kubit. Né tre faget e dukshme
té fig. 1.1 dallohen 9 sforcime of (i, j=1, 2, 3):
disa “normale” e disa “prerése” (“tangenciale”);
kéto te fundit shénohen edhe ;. x, —
Né faget e tjera té kubit ka sforcime gé jané
praktikisht té njéjta né madhési me ato té
fageve té dukshme. Figura 1.1




% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Komponentét o; té sforcimeve kané dy indekse: i pari,
referuar akseve koordinativé Karteziané tregon
orientimin e normales té fages ku ushtrohet sforcimi
(pra, orientimin sipas ortit koordinativ pérkatés e,),
kurse i dyti - orientimin e sforcimit. Sistemi i akseve
koordinativé zgjidhet zakonisht “i djathté” dhe
shénohet me X, X,, X; (me ortet njési e, e,, e, Si
“bazé koordinative®), ose thjesht me numurat 1, 2, 3,
duke zévendésuar (jo gjithnjé) simbolet “e zakonshme”

X, y, Z. Lidhur me simbolikén: sforcimet normale e
shénohen me dy indekse; por, nése nuk krijohet .

ndonjé konfuzion, edhe me njé indeks (p.sh.o,, = 0,).

Figura 1.1



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Njé definim paraprak: térésia e sforcimeve o;; né kubin elementar shpreh
“tenzorin e sforcimit”, shénuar me o ose o, né pikén e konsideruar.
Sforcimet o, jané “komponentet e tenzorit té sforcimit”. Secila prej tyre
varet nga orientimi hapsinor i sipérfages ku ushtrohet.

Nga kushtet e ekuilibrit del se nga 9 komponentet e tenzorit té sforcimit o
vetém 6 jané té pavarura (sepse 0;=0; — “Aksioma Boltzmann®). Né rastin
meé té pérgjithshém (hapsinor 3-D), duke pérdorur simbolika té ndryshme
pér shénimin e akseve koordinativé apo edhe té sforcimeve, tenzori o

mund té shprehet me njé nga format ekuivalente matricore vijuese.



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHY

011 O Op3
_ (1.1)
[G] =0j; =| 01 Opn Oy
1931 O3 Oz )
O vy ny Oy, O, ny Oy,
lo]=0y=|0, o, oy|=|0y o, oy, (1.2)
_sz Oy Oy i _sz O, O, |
Ow Ty Ty O, Ty Ty
_ = _ 1.3
[U] = Gij = Tyx ny Tyz = TyX O-y Tyz ( )
Ty Ty Oy Ty Ty Oy

Matricat katrore té mésipérme jané matrica simetrike: [o]=[c]'
Si gjithé tenzorét, tenzori o éshté invariant kundrejt ndryshimit té sistemit
koordinativ te referimit, ndérkohé qé komponentet e tij o; ndryshojné.



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Veg sforcimeve o, né fig 1.1 tregohen
vektorét t(et), t(625, t(e3) Secili prej tyre
éshté njé vektor sforcimi. Ky duhet
nénkuptuar si rezultante e sforcimeve o, x4
né faget me normale ortin
korrespondues: e,, e,, e;. Kuptohet se
njé vektor sforcimi t€lidhet si me pikén
né shqyrtim ashtu dhe me orientimin e
sipérfages qé kalon népér até pike.

(el)
[

.\;/
‘x_’

Figura 1.1




% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI’

Konkretisht, konsiderojmé njé trup cfarédo si né fig. 1.2 b
dhe njé prerje S-S me orientim ¢farédo. Duke iu referuar |
njé sipérfageje elementare AA pérreth njé pike Q té | Q’- s
trupit dhe forcés rezultante AF mbi kété sipérfage,

vektori i sforcimit t né Q definohet nga: e K C 3

t=t=Ilim— (1.4) R

normal o mbi AA = projeksion i t né normalen n;
sforcimi prerés né plan t = projeksioni i t mbi
sipérfagen AA. Né se identifikojmé planin S-S
me secilin nga planet koordinative, normalen n me ortet e,, e,, e; dhe projektojmé
sforcimin prerés t né dy akset e planit koordinativ pérkatés merret kubi i fig. 1.1.

Orientimi it =t éshté i njéjté me AF Sforcimi l . e @ |

Figura 1.2 (pérsht. nga [4])



3
% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSH!I’ gy m—rs

Riparagesim si né fig. 1.3 kubin elementar té fig. 1.1. o, aj_
Konsiderojmé dhe tetraedrin elementar té fig. 1.4 gé "J_G
pérftohet nga prerja e kubit elementar me njé plan té
pjerrét. Né kété tetraedér fagja e pjerrét modelon 7~
sipérfagen elementare dA té fig. 1.2. Né fig. 1.4 3
tregohen edhe vektori i sforcimit t, normalja n e fages

dA si dhe sipérfaget e tjera té tetraedrit:
dA =dAn; dA =dAn,; dA =dAn, (1.5) o,

té cilat né forme té pérgjithésuar shprehen si:
dA =dAn (i =1, 2, 3) (1.6)

5

Figura 1.3

dA 7

Te (1.5) dhe (1.6) n,, n,, n; jané projeksionet e vektorit n
né akset 1, 2, 3 (kosinuset drejtuese té atij vektori). Figura 1.4



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI’
Nga kushtet e ekuilibrit marrim: 3

L =0, +0,N, + 050N,

I\

_ o,
{, =o,N +0,,N, +05,N, (1.7) ¥

L, = 03N, + 05N, + 05N,

Figura 1.4



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Né formé koncize barazimi (1.7) shkruhet:

t =23:ajin. (mei=l 2, 3) (1.8)

) 7)) 7 ”n

Barazimi (1.8) njihet si ‘ ekuac:onl Koshi’ “ose shprehja e “teoremés Koshi -
Né krahun e djathté, madhésité o;; jané elemente té matricés te transponuar [0']
Por, 0; = 0. Prandaj, bara2|m| (1. 8) éshté ekuivalent me barazimin vijues:

t —ZGU J (per |=1 2 3) (19)
Né formé matricore ekuauom (1.8) do té shkru Ihej:
tl 0137 O Og3 nl\
{t} :<:2 =[c] (Nl =|0oy 0n Ounl| N (1.10)
3 | 031 O3 Og | (N5

ku né matricén-shtyllé {t}Jane tri komponentet e sforcimit t = t, kurse né
matricén-shtyllé {n} —tri komponentet e vektorit njési n = n.



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Por, po t’i referohemi barazimit (1.9) mund té shkruajmé edhe shprehjen:

(e ) B T )

L 05, Oy O |0y
{t} =11, >:[0]{n} =10y Oy Oy [4N,¢ (1.11)
Uy | 031 O3 Oy | (N5

Va4

Nisur nga emértimi i (1.8) si “ekuacioni Koshi’”, edhe tenzori i sforcimit o
quhet “tenzori Koshi’ i sforcimit”, ashtu sikurse dhe komponentet e tij 0; =
0;; qguhen “sforcimet Koshi”.

Ekuacioni Koshi’ i shkruar né njé nga format e mésipérme tregon g€, né se
njihet tenzori i sforcimeve g;; né nje pike, vektori i sforcimit t gé vepron mbi
cdo sipérfage té hequr né até piké mund té pércaktohet né ményré univoke.



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
1.1.- VEKTORI | SFORCIMIT DHE EKUACIONI KOSHI

Komponentet o; té tenzorit o jané me dy indekse, karakteristike kjo pér
cdo tenzor “té rendit té dyté”, ndérkohé gé njé tenzor i rendit té paré
sikurse éshté vektori i sforcimit t apo ai i normales njési ni kané
kompontentet e tyre me nga njé indeks.

Késhtu, nga ana matematike ekuacioni Koshi’ shpreh até gé nga
“shumézimi” i njé tenzori té rendit té dyté (o né kété rast) me njé vektor
apo tenzor té rendit té paré (n né kété rast), merret njé tenzor tjetér |
rendit té paré (vektori t i sforcimit, né kété rast).



1. TENZORI | SFORCIMIT

1.2 DISA TRANSFORMIME DHE SIMBOLE MATEMATIKE

e Matrica e transformimit

Né MM, trajtimet analitike ku pérdoren tenzorét dhe matricat pérmbajné shpesh
operime né té cilat konsiderohet transformimi i sistemit koordinativ fillestar apo “i
vjetér” X, —X, —X; né njé sistem tjetér qé cilésohet “i ri” dhe gé

X'

\ Matrica e formuar me vlerat @; =COS| X

\ cos™ () . T . . ..

oty ) < -, quhet matrica e transformimit té koordinatave”. Kjo éshté
/

. zakonisht shénohet me prim: X, — X;, — X; (shih fig. 1.5).

(% %;)

=e-e; (1.12)

2 e matrica katrore jo-simetrike vijuese: N
/ cos }(ay3) b aj_]_ a12 a13 f#
[a] =|dy, a8y, Ay ( 1. 13) I'g;"r
X x';/ F|gura 1.5 a31 a32 a‘33 — - 1 !
oy . o R cosd sing O 4 -
Njé rast i thjeshté tregohet né fig. 1.6 (akset _ .
e s . B} [a]=|—sind cos® 0] (1.14) "~
X3, X'3 jané té dy té orientuar poshté), me: Sy
0 01 Figura1:6




1. TENZORI | SFORCIMIT
.2 DISA TRANSFORMIME DHE SIMBOLE MATEMATIKE
e Ligjet e transformimit

Cdo skalar nuk ka komponente dhe ruan té njéjtén vleré né ¢do sistem referimi, pa prim ose

me prim: M’ =M (1.15)

Vektori ose tenzori i rendit té paré i ka komponentet qé ndryshojné me ndryshimin e

sistemit té referimit. Pér té treguar se si ndryshojné ato, supozojmeé se kemi vektorin e njé

force @ p (fig. 1.7) dhe vérejmé se rruga pér té shkuar nga O tek Q éshté OKLQ, me

OK =p,,KL=p,dheLQ = p,, ku py, p,, ps: komp. e p né akset "e vjetér". Shprehim

X, vektorin p si shumé vektoriale sipas "rrugés" OKLQ dhe duke e
projektuar né akset "e rinj" barazimin vektorial gé rezulton,

.K marrim shprehjet e transformimit té drejté té vektoréve: _
L :: g ¥ P =a;, P +a,P, +a,P; p1’ d; ap, dy || P
,,,:(f_\\_f_\_ ______ X, ) pé = Ay, Py 35, P, +33P5(1.16) p; =8 dp 8y || P (1.17)
; Hemartp Py = 85, P, + 83, P, + 853 P P ] |8y @ 8y || Py
X Kéto bara2|me né formé koncize matrlcore dhe “indeksore” shkruhen:

o _ f — D 1=1 2, 3) (1.19
Figura 1.7 (pérsht. nga [5]){p} [ ]{ } (1.18) dhe p, ,Z:;'a”pj (per ) | )
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e Konvencioni i Ajnshtajnit i “shumeés sipas indekseve”
Eshté futur nga Albert Ajnshtajni pér thjeshtimin e paraqitjeve té ekuacioneve té
Teorisé sé Relativitetit. Konsiston né shmangjen e simbolit té shumatores (5...) kur
kjo pérmban terma né té cilét shfaget njé indeks gé pérséritet e gé merr vieranga 1
deri né njé numur té caktuar “n”. Ky indeks p.sh. “i”, quhet indeks “fiktiv”, “artificial”,
(“dummy index”). Indekset gé nuk pérsériten quhen “té liré”, ”aktivé”. Késhtu p.sh.

shuma Za Za X. shkruhet shkurt @;X;. Ndérkaq, kuptohet se: X;a; = X, @, (1.20)

Meé poshte tregohen disa shembuj té tjere
3
ZZ dy (1 21); ekuacioni Za” ; =by zévendésohet nga: g;x, =b (1.22)
1 k=1

I=

Ekuacioni Koshi’ t, —ZGJ,H zevendesohet nga: ; = o, (1.23)
j=1

Transformimi i drejté i vektoréve (1.19) zévendésohet nga: P/ = a; P, (1.24)
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e Simboli i Kronekerit ose Delta e Kronekerit (“Kronecker Delta”)
(sipas matematikanit Leopold Kronecker, 1823 — 1891)

1 . i=] _ o _JLnésel=] 156y 5 =6 (1.27)
é)‘ij:<0neseiij(1.25) e € =0;; = 0, nése i # j (1.26) 9; =9
Jo rrallé, pér konveniencé né veprimet algjebrike tenzoriale, simboli i Kronekerit (6;)

pérdoret si “tenzor i rendit té dyté”. Né hapésirén tri-pérmasore (3-D), §; paraqitet nga

matrica njési 1 = [1], me pérmasa 3x3 1 0 O]
1=[1]=6;=]0 1 0] (1.28)
0O 0 1

Njé barazim mjaft i pérdorshém éshté: s, =6, +3J,, + 0, =3 (1.29)

Mé poshté jepen edhe disa barazime me §; né rolin e "operatorit zévendésues" né
kombinim me konvencionin e Ajnshtajnit):

0Ny =N; (1.30); v; =6,Vv; (1.31); v, =6;V; (1.32); 0. A=A, (1.33)

ku v;, v, - komponente té njé vektori; A, A; - komponente té njé tenzori.



% 1. TENZORI | SFORCIMIT
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¢ Transformimi invers i vektoréve
Kthehemi te “kutia” e fig. 1.7, por tani si né fig. 1.8, ku pérftimi i vektorit p do
té mendohet sipas “itinerarit” OK’L'Q me OK'= p/, K'L"= p; dhe L'Q = p;
ku p'y, p',, p's: projeksionet e p né akset "e rinj'
(me prim).
Duke arsyetuar ngjashém si pér transformimin
e drejté” {p't=[al{p} (1.18), tani marrim
“transformimin “invers” té vektoréve:

(p)=[a] {p) (39

Vektori p - -

tf?‘1] azl ail

ku [G]T — | %2 Ay 32 (135)
¥? Figura 1.8 (pérsht. nga [5]) a 33

Q

A

Q

13 23
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¢ Transformimi invers i vektoréve
Me konvencionin e shumés sipas indekseve, ky transformim shprehet késhtu:

p=a.p, (péri,j=1 2, 3) (1.36)
Njé ményré e thjeshté pér pérftimin e barazimit (1.36):
p;=p-e; = (pje;)-e; = (e e)pj = a;p; (1.37)
. ku tani: ,
a, = c:os(xJ %) (1.38) a;=ej-e (1.39)

Kerm marré késhtu dy transformime "té kundérta"
| pi’:aij P; (1,]=12,3) (124)
pi = a;p; (i,j =1,23) (1.36)

Barazimet (1.24) dhe (1.36) e definojné
v/ Figura 1.8 (pérsht. nga [5]) vektorin si “tenzor i rendit té paré”

Vektori p
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1.2 DISA TRANSFORMIME DHE SIMBOLE MATEMATIKE

e Veti té matricave transformuese

Shumézimi i matricés transformuese [a]=

4, 4, dg
a‘21 a'22 a23

| a31 a32 a33 i

[a][a] =[1]

ku sipas (1.28)

T

me [a]| =

(1.40), - _

[1]51:@12

o O -
o — O
— O O

Barazimi [a][a]T

A
a21

n a'31

[1] tregon se [a]T :[a]_1

Ay,
a22

Az,

A3
a23

a33 i

(1.35) jep matricén njési [1]:

(1.13)

(1.41)
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e \Veti té matricave transformuese
Né formé eksplicite vetité (1.40) dhe (1.41) shprehen me ané té

barazimeve vijuese:

Tre barazimet e para quhen kushtet e

ay; +ay, +a; =1 normalizimit, tre té fundit: “kushtet e
a, +a,+a,, =1 (1.42) ortogonalitetit”. Matrica [a] i kénag té dy
as +al,+a, =1 kushtet dhe prandaj quhet “matricé
) 7)
818, + 8,8y, + 8338, =0 or-to?]o.l.'male '.'dh o cush
a,a, +a,a,+a,a,=0 (1.43) Gjashté marré .e.r.net apo lfs Eet (1..42)
dhe (1.43) tregojné se nga nénté kosinuse
| &390y T g0, + 83305 = 0

gé pérmban matrica [a], vetém tre pre;
tyre jané te pavarura.
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e Ligjet e transformimit
Ligji “i drejté”

Né figurén 1.9 ri-paraqitet kubi “/ zakonshém” elementar me komponentet o; té

tenzorit té sforcimit o dhe vektorét korrespondues té sforcimit tl). es

Ngjashém me “ligjet” (1.24) dhe (1.36) pér vektorét, tenzorét e
rendit té dyté, si tenzori i sforcimit o etj., kané ligjet e tyre té
transformimit.

Pér té nxjerré kéto “ligje”, pér tenzorin o ka disa ményra (gasje),
gé bazohen ose né koncepte me karakter fizik (ekuilibri i njé
tetraedri elementar) ose né koncepte me karakter matematik
(produkti skalar i vektoréve). s
Né vijim do té pérdoret gasja e pareé.

054

\ 7

[

Figura 1.9
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e Ligjet e transformimit

Késhtu le té konsiderojmé ekuilibrin e tetraedrit elementar té fig. 1.10 té preré
nga kubi i fig. 1.9, duke iu referuar dy sistemeve koordinativé: “i vjetér”
X, Xy, Xgdhe “i ri” X[, X5, X;. Aksi X, pérputhet me normalen né fagen e

pjerrét: n = e (1.44), kurse akset X, € X; jané né fq. e pjerrét. n

4

Sipérfaqja ¢
késaj faqeje a,; 4
Sipérfaqgja e

késaj faqeje a,, 4
XJ

Sipérfaqja ¢ faqes sé€ pjerrét 4

Sipérfaqja e .
kesaj faqeje a4 Fig. 1.10 (pérsht. nga [5]) %°
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e Ligjet e transformimit
Ngjashém shgyrtohen dhe dy tetraedra té tjeré: njéri me fage té pjerrét me

normale aksinX’ tjetri me fage té pjerrét me normale X'
Referuar S|stem|t té “ri”, nénté komponentet e sforC|m|t jané: oy (k',I'=1,2,3))

késhtu, referu’ar ketlj S|stem| vektorl | sforC|m|t ne fq e pjerrét éshteé:
Ndérkag, vektorin t) mund ta shprehim edhe me komponentet e -
tij referuar sistemit ”tsé vjetér” koordinativ, si:

(k") — Z te (1.46)

Nga zv.i (1. 46) te(1 45) dhe apl. i teor. Koshi' si: T. —ZGU i (1.47) o, /%

marim: 1=t~ 3 3 no, e (L48)
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e Ligjet e transformimit |
Shumézojmé té dy krahét e (1.45) me e (I'=1,2',3") dhe kemi €, A% = o, (1.49)
Shumézojmé (1 48) me ¢,, e duke konsideruar gé n=e,, pra n, = e; e, , marrim:

R e 3 DALY IES 3 ACRICENEES 3 T REE

=1 j=1 i=1 =1 j=1

Perfundlmlsht duke krahasuar (1.49) me (1.50), vérejmé se:
ZZak.aUG., (1.51) ose, me konvenc. e Ajnshtajnit: 0'k, = a0y (i, j, k, 1=1,2,3) (1.52)
1=l j=1
Duke pérgjithésuar shénimet te (1.51) e (1.52) kemi: a,, = e, - e, (p,q = 1,2,3) (1.53)
Ky éshté “ligji i transformimit” (“i drejti”) ose ekuacioni i tenzorit té sforcimit.
Kétu kujtojmé qé matrica transformuese [a] = a éshté ortonormale:

[a] [a]=[a][a] =[1] (1.54)
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e Ligjet e transformimit

Né formén matricore, ligji i transformimit “té drejté” 91.52) i tenzorit o shkruhet:

- - = cos(x',x) cos( X, ) cos(x',z) - . cos(x',x) cos( ',x) cos(z',x)
o o o y XX ny Oy, y

(

w« Ox Ox

oy O, Oy, |=|Cos(y,x) cos(y,y) cos(y,z)|le, o, o, | cos(x,y) cos(y.,y) cos(z,y)| (1.55)
0o Oy Oy cos(z,x) cos(z,y) cos(z,z)IL%% v 9=llcos(x,z) cos(y,z) cos(z,z)

ose né formé koncize: [oy, |=[a,][o,][a,]  (ijik.l1=12.3) ~ (1.56)
Matricat [0°] dhe [o;] shprehin té njéjtin tenzor sforcimi o. Forma “matricore” e shprehjes sé
tenzoréve éshtée praktlklsht e pérshtatshme té béhet deri te rendi i dyté i tyre. Referuar
hapésirés 3-D, paragitja matricore e komponenteve té njé tenzori té rendit té treté kérkon njé
“kuti kubike” 3x3x3, ményré kjo jo e pérshtatshme paraqitjeje, por gjithsesi e mundshme (né

limit) gé té vizualizohet.
Forma matricore e transformlmlt té njé tenzorl cfarédo T té rendit té dyté éshté:

Ta | =[a][T, ][a,l] (me i, j dhe k,1=1,2,3) (1.57)
Pérmbajtja e (1.57) éshté ekuivalente me até té barazimit vijues, shkruar me simbolikén
“indeksore”: T, =a.aT. (1.58)

1j ij

Q Q

qQ
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e Ligjet e transformimit
Zakonisht, njé tenzor T i rendit m konsiderohet i rendit té larté kur m>2.

Ky tenzor éshté objekt matematik gé i ka komponentet me “m” indekse, té cilat

transformohen sipas “ligjit” vijues: T,, ., =a,,8,  ..a,, T, o (1.59)
Nése kemi njé tenzor té rendit té gjashté, p.sh. T = T, , ateéherg, sipas [5]:
T, a,bcdef = aap abq acr ads aetafu T pgrstu (160)

Né MM pérdorim té gjeré, né vecanti pér té shprehur ligjin e pérgjithésuar té
Hukut, ka tenzori i rendit te katért i ngurtésise sé materialit C=C;,, me

komponente me katér indekse. Né hapésirén 3-D pérmasat e “matricés” sé tij
do té ishin 3x3x3x3, cka praktikisht éshté e pamundur té vizualizohet.

Me simbolikén indeksore, ligji i transformimit té drejté té tenzorit C=Cy, shkruhet:

Clija = Aim@jnQpAqCrnpg (0., k, I dhe m,n,p,q = 1,2,3) (1.61)
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e Ligjet e transformimit

Pérdorim té gjeré kané edhe transformimet e anasjellta (inverse) té tenzoréve.
Né formeé té pérmbledhur mund té shkruajmé:

Transformimi i drejté Transformimi invers
Njé vektor (p) P'i=a;p;, (i,i=123) (1.24) p=2a;p; (1,]=123) (1.36)
Tenzori o G|l<| — akialjo-ij (152) Gij — a'kia'lialil (162)

. — /
Tenzor T = Toguw Typeger = Rap Bog Ror s Aot @1y T pgrsy (1-60)

T

/
pgrstu — aap abq acr ads aet d fu T, abcdef ( 1. 63)
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2. TENZORI | DEFORMACIONIT

.1 PERCAKTIME BAZE MBI DEFORMACIONET
e Kujtesa - Shprehjet e deformacioneve né raste té thjeshta (fig. 2.1 dhe 2.2-a, b)

Al

Deformacioni “gjatésor” (“normal”, “i drejt-pér-drejté”) € (shih fig. 2.1) ¢=— (2.1)

I
€ - pa pérmasa, jepet si numur dhjetor, p.sh. €= 0.015, ose né %: € = 1.5%. ’
Deformacioni i prerjes (“i rréshqitjes”, “tangencial”), y, éshté kéndi i definuar si:

Figura 2.1

ly

d

A)}Fig. 2.2-3 7/25 (2'2);

d
Fig. 2.2-b = 2XF 5 3)me Ax=Ay= > (24)
. A b.
Figura 2.2 )
|/h‘ ‘*—

Al
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2.1 PERCAKTIME BAZE MBI DEFORMACIONET

¢ Definime pérgjithésuese (rigoroze) té deformacioneve

Jané té domosdoshme né se jané prezente té dy llojet e deformacioneve, normal
dhe i prerjes. Pérdoren derivatet e funksioneve té zhvendosjeve “u” sipas akseve.

C . ou ou %,
Deformacioni gjatésor: s =-—"2> ¢ =—"" ¢, = %, (2.5)
OX oy oz
C e : ou, ou.
Deformacioni i prerjes: 7, =—>+ a; (2.6)

Paraprakisht vérejmé se né definimin “matematik” té tenzorit té deformacionit

"deformacioni tenzorial" i prerjes €, konsiderohet madhésia (1/2) y. Kéndiy
éshté "deformacioni inxhinierik" i prerjes.
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~ ® Komponentet e tenzorit € ) -
d o 0O J=] A CUJOX
_ ) Y < s
X ¢ [ i
’ A’ y
! : g,.radian /""/
1 =1 : ¥ 1=1 : K )
' : o ] [Cu, Cu,
E et | +—&., radian i 2 (‘\\' OX }
o — H;—’| *1
B : | B
cu/ox | ((‘T'} - B’
- »" Figura 2.3 (pérsht. nga [5]) \uy

__..‘ -«
-~

ou /Ox,

Né fig. 2.3-a tregohen zhvendosjet dhe deformimet né njé piké Q té njé trupi, té
vlerésuara nga lévizjet e njé elementi té pérthyer kéndrejté AQB (me
QA=QB=/=1), i cili kalon né pozicionin A’Q’B’. :
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e Komponentet e tenzorit €

-

a)

=1

o ~ me pérgjysmoren e kéndit AQB.

B

i definohen nga: &, = 2%, £, = Z“ (2.7) kurse ato té prerjes nga:
1 X5
- - 1( an +%j (2.8)
. 0 ~ A . . 2 axz axi
' . /.. Pérprobl. plane (2-D): Pér probl. hapsinore (3-D):

oX; 0y, 2\ ox; 0y,
(2.9) (2.10)

Figura 2.3 (pérsht. nga [5])

..,‘\ 7 Y

o 11 we Kérkojmeé deformacionet elastike, prandaj nga fig. 2.3-a
: | hlqet pjesa e lévizjes rrotulluese si trup i ngurté: merret
" skema e fig. 2.3-b, ku pérgjysmorja e kéndit A’Q’B’ - paralele

Referuar akseve 1=x,=x dhe 2=x,=y, deformacionet normale

I-1 e 1{ ou. ou. .. 1( ou. oOu, ..
U i S L 2t) & :E£ -+ 'j (1,]=12) Eij :_( oLy Jj (I,]=12,3)
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e Kushti “tenzorial” - Shprehjet indeksore
Demonstrohet se né térésiné e tyre deformacionet e pércaktuara nga (2.9) apo
(2.10) e kénaqin “ligjin” e transformimit té drejté pér té “pérfagésuar’ njé tenzor
té rendit té dyté. Pra, demonstrohet gé:

33
g:w =zzaﬁa§5g (2.11)

i=1 j=1
ose né formé meé koncize, duke pérdorur konvencionin e shumés sipas indekseve:

ey =ayaye, (i,j=1,2,3 dhe k,1=1,2'3")  (2.12)

Késhtu definohet tenzori simetrik i deformacionit € = €; (i, j=1,2,3).
Sikurse sforcimi o, edhe deformacioni € kénaq "ligjin" e transformimit invers.
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e Kushti “tenzorial” - Shprehjet matricore
Matrica gé shpreh tenzorin e deformauomt € (né problemin 3-D) éshté:

&, &, &4 - deformacionet gjatésore; g; (me i#j) - deformac.
[g]z[gij] =60 &n x| (2.13) tenzorlale teupre.rjes. Né tradlten inxhinierike prerja
s shprehet me kéndin: y; = (g; + €;) = 2¢; (2.14)

Psh.: 71, =&, + 6y =26y, 7, (2.15)

Kjo lidhet me faktin gé né ligjin e Hukut pér prerjen éshté kéndi y; dhe jo g;: 7; = (2 16)

Duke pérfshiré edhe shénimet x, y, z pér akset koordinativé, shprehjet matricore té
tenzorit € mund té jepen me paraqitjet ekuivalente vijuese:

Yay Yz

gxx 2 2
€11 €12 513] rxx Exy Exz]

)4
E = [E] = [Ei]] = [821 Ero &3 = nyx gyy 2z (2.17)
€31 €32 €33 Vox Yoy

) 2 SZZ_

2
€zx €zy €zz
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e Kushti “tenzorial” - Shprehjet matricore
Mé poshte jané shprehjet matricore té ligjit té transformlmlt (2.11) ose SZ 12):

P cos(X,x) cos(x,y) cos(x.z)|r, . . 7lcos(x.x) cos(y.x) cos(z,

g:: g';y/ 5Z =|cos(y .x) cos(y.y) cos(y.z) g:: g;y/ 5Z cos(X,y) cos(y.y) cos(z,y) (2.18)
fe & Eu _cos(z',x) cos(z.,y) cos(z',z) [ 6a Eyp | cos(x z) cos(y,z) cos(z',z)_

ose shkurt: [ ¢, |=[a ][ [[3,] (i.i=123 dhe k,1=1,2'3) (2.19)

Duke konsideruar simetriné g; = g;, informacioni i matricés 3x3 €=[g;] i (2.13) mund té

jepet né formé kompakte me vektorln vijues {€}, me pérmasa 6x1:
e

XX

€ € €

XX yz Xz

[8]: Eyx By &y —

_Szx Szy €2 a3

={e}=2 (2.20)  £=[e,.8,800E0 06 | (2.21)

XX 2y 2 ©zzo“xys “yzo “xz

€
€22
e
e

8 Jd6x1

Por, renditja e tre termave te fundit té (2.19) mund té ndryshojé - shih (3.11) dhe (3.13).



. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK

3.1 DISA CILESI KRYESORE TE MATERIALEVE

e Kuptime kryesore

Cilésité fiziko-mekanike jané té njohura nga RM dhe TE. Né vijim ri-kujtohen

shkurt disa prej tyre.

Té vazhdueshém jané materialet gé karakterizohen nga e njéjta “fazé”, e ngurté
apo fluide; materialet poroze p.sh. nuk jané té vazhdueshém.

Elastik éshté ai material né té cilin deformacionet varen vetém nga vlerat aktuale
té sforcimeve dhe jo nga “historia” e tyre. Gjaté ngarkim-shkarkimit té kétij

materiali nuk shfagen

Linear éshté materiali

kurba “histerezis”: nuk ka humbje energjie.

ku “efekti” pér shkak té ngarkimit, d.m.th. ndryshimi i

deformacionit, éshté proporcional me “shkakun”, d.m.th. me ndryshimin e

sforcimit.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.1 DISA CILESI KRYESORE TE MATERIALEVE
e Kuptime kryesore

Homogjen éshté materiali ku cilésité nuk varen nga pozicioni i pikés Q né shqyrtim,
(xo). Pérndryshe, materiali éshté jo-homogjen ose heterogjen.

Ndryshimi midis dy materialeve pasqyrohet né ligjin konstitutiv sforcime-
deformacione (o-€). Materiali jo-homogjen: ¢, =, (gkl ;XQ) (3.1)

Materiali homogjen: G; =0, (8kl) (3.2)

Teorikisht, té gjithé materialet jané heterogjené. Té tillé jané vecanérisht materialet
kompozite, betoni p.sh. Megjithékété, mjaft materiale gé nuk jané me
heterogjenitet té theksuar ose gé e kané kété cilési né shkallé mikroskopike dhe
nuk e shfagin ndjeshém né shkallé makroskopike shpesh, pér thjeshtési,

konsiderohen homogjené; p.sh., celiku konsiderohet homogjen, ndonése ka
strukturé mikroskopike heterogjene.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
MT KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.1 DISA CILESI KRYESORE TE MATERIALEVE

|[zotrop éshté materiali né té cilin, referuar njé drejtimi, cilési té tilla si moduli i
Jungut "E" etj. nuk ndryshojné nga ato té njé drejtimi tjetér. Né kété material nuk
ka drejtim “preferencial” apo “mé sensitiv” se té tjerét. Materialet gé nuk jané
izotropé quhen anizotropé. Te materialet izotrope, sikurse arsyetohet edhe lidhur
me homogjenitetin dhe jo-homogjenitetin, konsiderohet qé anizotropité né shkallé
mikroskopike kompensojné (“eleminojné”) njéra-tjetrén, duke béré késhtu gé, né
térési apo né shkallé makroskopike, materiali té konsiderohet izotrop. Né natyré
nuk ka materiale absolutisht izotropé. Por, shpesh né praktikén inxhinierike analizat
e gjendjes sé sforcuar dhe té deformuar mbéshteten, pér mé thjesht, né supozimin
gé materiali éshté izotrop. Kjo mund té pérligjet né se rezultatet e analizave me
supozimin e materialit izotrop dhe pérkatésisht anizotrop kané péraférsi té

pranueshme.
Shumé materiale ndértimore jané ose konsiderohen izotropé, metalet p.sh. Edhe

betoni, ndryshe nga betonarmeja, shpesh konsiderohet izotrop.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.1 DISA CILESI KRYESORE TE MATERIALEVE

Né materialet anizotropé cilésité apo karakteristikat fiziko-mekanike jané té
varura nga drejtimi. P.sh. materiali i njé flete laminat celiku éshté elastik, linear,
homogjen, por jo-izotrop, pra anizotrop. P.sh. moduli i Jungut ka vlera té
ndryshme né drejtime té ndryshme. Druri éshté njé shémbull tjetér i materialeve
anizotropé: ai éshté meé i forté né drejtim té fibrave se sa né drejtimin normal
me ‘to. Né MM, pér té lehtésuar analizat e strukturave me materiale té
ndryshme anizotrope aplikohen kategorizime té materialeve, sipas shkallés sé
anizotropisé sé tyre. Késhtu, dallohen mes tyre materialet anizotropé gé jané
ortotropé, me izotropi térthore, me izotropi kubike etj. Né vartési té aférsisé qé
kané kéto materiale me materialin izotrop, ulet shkalla e kompleksitetit té
metodikave llogaritése pérkatése.



. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.1 DISA CILESI KRYESORE TE MATERIALEVE - Shembuj

Né fig. 3.1 tregohen disa materiale me shkallé té ndryshme anizotropie. Figura 3.1-a
tregon njé “laminé” té petézuar metalike ortotrope, e prodhuar nga kalimi i metalit

té trashé midis rulave té réndé qé e shtypin dhe e petézojné.

[zotrop, Anizotrop.,
fibra me fibrat me

] 74 R
orientim orientim
rastésor té caktuar —— 2
9) d)

b)

a)
Figura 3.1 (pérsht. nga [9], [10])
Né fig. 3.1-b - njé pllaké druri, edhe ky material ortotrop. Né fig. 3.1-c - njé laminé
kompozite me fibra xhami dhe “matricé” rréshiré (“epoxy”), e konsideruar zakonisht
“ortotrope”, por gé mund té kategorizohet dhe si “me izotropi térthore”.
Né fig. 3.1-d - njé kristal triklin, gé karakterizohet nga anizotropia e ploté.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Marrédhénia lineare o-¢€

Baza e TE dhe MM: Ligji linear i Hukut. Shprehja matematike pér rastin 1-D:

o=te (3.3)
formuluar mé 1678, nga Robert Hooke (1635-1703).
Marrédhénia lineare o-€ mund té duket dhe cilésohet si e “idealizuar”, jo fort
praktike; por, ky cilésim u pérshtatet disa strukturave ndértimore si beton-arme’,
metalike etj., gé u nénéshtrohen forcave té jashtme relativisht té€ médha.
Ndérkaq pér strukturat “kompozite” tip laminat sjellja elastike lineare éshté
pérgjithésisht reale. Shpjegimi: shkatérrimi eventual mé sé shumti ndodh pérpara se
té shfagen deformacionet inelastike (plastike). Kjo vecori ka motivuar mé tepér edhe
elaborimin e thelluar té teorisé elastike lineare, ku supozohet se deformacionet varen
né ményré univoke nga sforcimet.
Njé komponent sforcimi mund té prodhojé disa komponente deformacioni (deri né
9). Shembull: dukuria gé lidhet me koeficientin e Puasonit.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Marrédhénia lineare o-¢€

Me konvencionin e shumés sipas indekseve, pér materialet elastike lineare
marrédhéniet o-g dhe €-0, si shprehje tenzoriale - indeksore té ligjit té

pérgjithésuar té Hukut, mund té shkruhen késhtu:
0ij = Cijri€ki  &j=SijriO (LJ, k1 =1,2,3) (3.4)

Né fakt, shprehjet rigoroze tenzoriale pérkatése shkruhen:
o =C:€ dhe e€=s:0, (3.5)

ku shenja (:) tregon produkt “té dyfishté” skalar (term dhe nocion ky i Algjebrés
sé tenzoréve) midis tenzoréve C, € dhe s,o0.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Tenzorét C edhe s
Te dy tenzorét € dhe s, pérkatésisht té ngurtésisé dhe fleksibilitetit té materialit

pércaktohen né hapésirén 3-D (pra N=3) dhe jané té rendit té katért (m=4),
rrjedhimisht i kané komponentet me katér indekse. Prandaj secili prej tyre ka 81

komponente: N™ =3* =81 Ata kénagin ligjin transformues té tenzoréve té kétij
rendi. Tenzori C p.sh. kénaq, sikurse u tregua mé sipér, kété barazim:
/ . s
Cijki = AimAjnAikpQ1qCmnpg(me i, j,k, 1 dhe m,n,p,q = 1,2,3) (1.61) (p)
Tenzorét C;, dhe Sy, jané inversé te nJerl tjetrit. Pra:

-1
5=C C= S (Cljk| Klmn _][Ijmn (36)
ku 1;mn= I tregon tenzorin njési té rendit té kateért.

Né sistemin Sl, komponentet C;,, i kané njésité N/m?, kurse s, - m?/N.

Mbi bazén e (3.4), duke zévendésuar né ményreé té pérshtatshme indekset, mund
té marim shprehje eksplicite pér sforcimet dhe deformacionet. P.sh. pér
deformacionin g, kemi:

E11 = S0y + S111507, + 91113015 + S1101051 + 5112,055 91153055 911310731 + 113,03, + 11330733 (3.7)



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
MT KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI I PERGJITHESUAR | HUKUT - Matricat C dhe S
Né hapésirat 2-D dhe 3-D ekuacionet e MVE lineare jané mé té ndérlikuara se
shprehja e thjeshteé (3.3) e ligjit té Hukut. Pér kéto mjedise (materiale) pérdoren
shprehjet e “ligjit té pérgjithésuar té Hukut”. Né thelb edhe kéto shprehin vartési
lineare o-g, gé jané dhéné mé sipér me barazimet (3.4) ose (3.5). Kéto barazime
shprehin ligjin e pérgjithésuar té Hukut né dy versione:
Versioni i paré, sipas baragimgit té majté té (3.4):
O = chijklgkl ] € {1’2’3} (3.8)

k=1 I=1
gé formulohet késhtu: “Né cdo piké té njé MVE, ¢do komponente e tenzorit té

sforcimit éshté funksion linear i té gjitha komponenteve té tenzorit té
deformacionit”.
Pér njé komponente té caktuar sforcimi, p.sh. g,,, shprehja (3.8) jep:

0,3 = Chanéiy + Coao€rp +Cogia8is + Cogni€ny + Connyy +Crgpsng + Cog6a1 + Clgnn6, + Cignnng (39)



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK

Versioni i dyté, sipas barazimit té djathté té (3.4):

3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Matricat C dhe S,

3

& =2 Y Syoq 1,1=123 (3.10)

k=1 1=1

Formulimi: “Cdo komponente e tenzorit té sforcimit kontribuon né ményré lineare pér ¢do
komponente té tenzorit té deformacionit” (Koshi’, 1829).

Né formé ekuivalente matricore, duke pérdorur nocionin e vektorit €= {e}té (2.20) apo
(2.21) si dhe té vektorit korrespondues o ={c} barazimi (3.10) shkruhet:

2111

2122

2133

2123

2113

811 | Sllll S1122 S1133 S1123 S1113 S1112
6222 S2211 S2222 S2233 S2223 S2213 S2212
é;33 S3311 S3322 S3333 S3323 S3313 S3312
6323 S2311 S2322 S2333 S2323 S2313 S2312
3 613 F = S1311 S1322 S1333 S1323 S1313 S1312
EEE% S1211 S1222 S1233 S1223 S1213 S1212
6;32 S3211 S3222 S3233 S3223 S3213 S3212
é;31 S3111 S3122 S3133 S3123 S3113 S3112
S S S S S S

2112

S1132

2232

w
w
w
N

2332

1332

mwm unmu O unu m

1232

3232

3132

v v wm

2132

1131

2231

3331

2331

1331

mw unmu O umu O wm

1231

3231

3131

wmw v wm

2131

S1121

2221

2321

mw 0O o um
3
-

1321

w

1221

3221

3121

v v wm

2121

L (3.11)

Shkurt: ¢, =S;,6, (3.12)
(me 1, j,k,1=1,2,3)




3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK

3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Matricat C dhe S

Kétu vérejmé qé matrica S, e (3.11) dhe (3.12) nuk mund té jeté shprehje e tenzorit té
fleksibilitetit té materialit s = 5, sikurse éshté treguar pér kété tenzor do té duhej njé

“matricé” katér-pérmasore 3x3x3x3, gjé qé éshté praktikisht e pamundur té vizualizohet.
Por, megjithkété né strukturén ajo matricé i pérmbledh té 81 komponentet e tenzorit s.
Ndérkaq, vizimet te (3.11) ndajné madhésité “e pavarura” té tenzoréve € dhe o (té
sipérmet) nga madhésité “e varura” (té poshtmet, gé kané secila njé komponentet té
barabarté sipér tyre). Mund té tregohet se né formé koncize informacionin e (3.11) e jep
ekuacioni matricor vijues, i njohur edhe Ky si “ekuacioni Koshi":

2,4

2

\2512 )

S1111
S2211

S3311

282311
281311

N 281211

S1122
S2222

S3322

2 S2322
2 S1322
2 S1222

S1133
S2233

S3333

2 S2333
2 S1333
2 S1233

2 S1123
2 S2223
2 S3323
482323
451323
4S1223

281113
282213
283313
482313
481313
4S1213

ZS1112 1

282212
283312
482312
4S1312

4S1212 _

> (3.13)

Ekuacioni (3.13) né formé simbolike mund té shkruhet: €, =S,; 0, (3:14)



fcjil\ (:1111 (:1122 (:1133 (31123 (:1113 (:1112
CTQZ (:2211 (:2222 (:2233 (:2223 (:2213 (:2212
C733 (:3311 (:3322 (:3333 (:3323 (:3313 (:3312
6723 (:2311 (:2322 (:2333 (:2323 (:2313 (:2312
9 CTiS r= (:1311 (:1222 (:1233 (:1223 (:1213 (:1212
@ C1211 C1222 C1233 C1223 C1213 C:1212
CTéZ (:3211 (:3222 (:3233 (:3223 (:3213 (:3212
Cyél (:3111 (:3122 (:3133 (:3123 (:3113 (:3112
kcyél) (:2111 (:2122 (:2133 (:2123 (:2113 (:2112

prej ku mund té merret barazimi
matricor vijues (3.16):

(:1132

2232
3332

2332

O O 00

1232

O

1232

3232

3132

O 0O 0

2132

[ER
[EN
w
-

2231

3331

2331

O O 000

1231

O

1231

3231

3131

O 0O 0

2131

1121

2221

3321

2321

OO 000

1221

O

1221

3221

3121

2121

O 0O 0

VT

1122

2222

3322

2322

1322

OO 0000

1222

(3.15)

1133

2233

3333

2333

1333

OO0 0000

1233

1123

2223

3323

2323

1323

OO0 0000

1223

1113

2213

3313

2313

1313

OO 0000

1213

3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Matricat C dhe S
Marrédhénia inverse e (3.11) éshteé:

1112

2212

3312

2312

1312

OO0 0000

1212

- (3.16)




3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
) LIGJE'[ KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Reduktimi i konstanteve

Formulimet matricore (3.13) dhe (3.16) tregojné gé numuri i konstanteve elastike = 36.
Ku mbéshtetet ky reduktim “i vogél”, nga 81 konstante né 36? Te simetrité vijuese:

nga o; =0;; (aksioma Boltzmann) rrjedh G, = G, dhe nga g, = g, ("ligji i sforcimeve
tangenciale té barabarta") rrjedh Cy, = Cy (3.17) Sorcimi

Me “konsiderata energjitike” nr. i konstanteve ulet akoma (ky quhet S R S
reduktimi i “i madh”) dhe shkon né 21. Ku konsistojné kéto konsiderata? f /
Né shfrytézimin e njé ligji bazé té mjedisit elastik: puna e forcave té 3
jashtme konservohet si energji potenciale e deformimit elastik.
“Densiteti” i energjisé sé deformimitE, = E, (5) éshté energji pér

de—
njési véllimi. Né fig. 3.2 tregohet kurba sforcim-deformacion o=0(g) pér njé 8

Pra—

NN NNNNNNNNNNNNN

]
Deformacioni &

material elastik (jo domosdo linear). “Definimi matematik” i materiali elastik Figura 3.2

konsiston né vlerésimin e sforcimeve si derivate pjesore té Ed:
OE
e, 7

ij

I,je{1,2,3} (3.18), ku E, = E, (&) = Sipérfagjanénkurbéno —¢ :ja(g)dg
0



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
_LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI'T PERGJITHESUAR | HUKUT - Reduktimi i konstanteve

Pér mat elastik Iinear kemi o =) > Ci&q (3.8) dhe késhtu nga integrali i (3.18) marrim:

k=1 1=1__

= la
Ed(g)= ?Y?qusksg 3.19) ose Eq =~ Ciaéiyéia (3:20).

:ljlﬁ'lf—l

Nga (3.19) ose (3.20) duket se EOI éshté polinom i gradés sé dyté referluar komponentéve
té tenzorit g;. Duke z&vendésuar te (3.20) o; =C; g marrim: Eq = —0;¢; (3.21)

Shprehja (3.21) njihet si “teorema e Klaperonlt (v. 1858), e formuluar sipas fizikanit dhe
inxhinierit Benoit Paul Emile Clapeyron (1799-1864).

Shkruajmé shprehéet e méposhtme: 50, SE,

0 = Ci€a(3.4); Ciw (3.22) prej ku, duke konsideruar (3.18): p =Cjyy = . (3.23)
gkl 8Ed Eq glj En

Duke ndérruar indekset te (3.18) kemi: o 5 (3.24)

Me veprime té métejshme marrim: %_CH:I 0"Ed (3.25)

O&; 0E,0E;
Nga krahasimi i (3.25) me (3.23) rrjedh se: Ci —CkL,U (3.26)
Ky barazim bén gé numuri i konstanteve té pavarura té tenzorit C (dhe s) ulet nga 36 né 21.



% CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Shprehje bazé matricore

Duke patur parasysh simetrité C,, =C,, barazimi matricor (3.16) shkruhet:

( On \ _C1111 Cin Cus Cin
O Com Coms Comg

< O33 | _ Cassz Caa
O3 Cao3
O3 sim.

(O

ose thjesht:

o) =[Clie}

1113

2213

3313

2313

OO0 00

1313

1112

2212

3312

2312

1312

OO0 0000

1212 | U

| (3.27)

(3.28)

Né dy shprehjet e mésipérme matrica e ngurtésisé sé materialit [C] éshté matricé
simetrike dhe vektori {€} grupon 6 deformacionet “inxhinierike” (2¢; =y; tregojné

kéndet e prerjes).



. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -

LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Shprehje bazé matricore

Ri-theksojmé se te (3.27) “ka humbur” simbolika tenzoriale e (3.4): 0ij = Cjjki€ki
Ndérkaq ngurtésité Cy,, té (3.27) mund té kompaktésohen nga me 4 indekse né 2:
g 1 re. ]

W

€]

(:1111

(:1122
(:2222

sim.

(:1133
(:2233
(:3333

C

C
C
C

1123

2223

3323

2323

(:1113

2213
3313

2313

O O 0 0

1313

C

O 000 0

1112

2212

3312

2312

1312

1212 |

(:12
(:22

sim.

(:13
c:23
(:33

(:l4

C
C
C

2

3

4

4

4

4

(:15

25
35

4

ol

O O 0 0

55

sipas kétij rregulli ndryshimi apo “kontraktimi” indeksesh:

1151 2252, 33—>3, 23—4, 1355 1256

(:16

(3.29)

(3.30)

Kjo njihet si “simbolika Fogt”, e aplikuar pér heré té paré né v. 1910.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Shprehje bazé matricore

“Simbolika Fogt” pérfshin edhe reduktimin e indekseve té sforcimeve dhe
deformacioneve, duke i béré ato 1-indeksore. K&shtu p.sh. komponentja y,,

e prerjes béhet g,: Ey =280 =Epa +E3 = Vg

Me kété simboliké, ligji i Hukut shkruhet:

( 0, =0y | Ch Cp Cp Cp Cg
O, =0y Cpn Cyu Cy Cyu
< O3 = Og3 | _ Cy Ci Gy
Oy =0y Cu Cu
O, =03 sim. C.
(6 =012) |

{G}le — [C]6x6 {8 6x1

16

26

(o]

4

(o]

5

»

C
C
C3
C
C
C

66

&1 =¢én
&y =&p
&3 = &3
Ey = Yoy =26y

E5 = V13 = 26,

(66 =712 = 2¢&, )

(3.31)

(3.32)

(3.33)



. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -

MET/KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Shprehje bazé matricore

Nga invertimi i ekuacionit matricor (3.32), marrim ekuacionin matricor vijues €-o,

ku tani evidentohet matrica e fleksibilitetit e materialit [S]:
ey | [Su Sp Sz S Sis Sy | o) (S, S, S S, Sk Sy
€2 Sy Sy S; Sy Sp S || 0 Sy Sy Sy Sy S Sy
€33 | _ Sz Sz Sy Sy S Sy || O (3.34) [S] _ Szt Sz Sz Sz S Sy (3.35)
V23 Sit Ss; Sus Su Sus Sue || Oz . Su Sip Sz Su S Su .
713 Ssi Ss; S5z OS54 Sss Ogg || Oug Ssi Ssp Ssy Seu Sg Sgg
V12 Se1 Se2 O3 Oes V65 e || T | | Se1 Se2 Sez Oes S5 s |

Matrica [S], sikurse [C], éshté katrore simetrike me 21 konstante elastike té
pavarura. Nga (3.34), pér deformacionet {€} mund té shkruajmé barazimin
kompakt matricor:

{g}le — [S]6><6 {G}le (336)



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
MT KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Shprehje bazé matricore
Matricat [C],, dhe [S],,¢ Jané inverse té njéra tjetrés:

Sy S, S; Su Ss Ss| [Cu Cp Cs Cu Cy Cyf :
Sz Sz Su OSxSO Co Cu Cu Gy Cy
g = [S ] _ S 234 235 236 _ Ca 234 (C:35 236 (3.37)
4 Vs O 44 a5 e
simetrike Sie  Si simetrike C,. C.
i Ses | | Cos
ose shkurt:  [S]= [C]_1 (3.38)

Pérvec simetrive gqé cojné né reduktimin e numrit té konstanteve nga 81 né 21,
strukturat e materialeve jo plotésisht anizotrope kané edhe “simetri materiale”. Kéto
simetri béjné qé matricat [C] dhe [S] mund té kené < 21 konstante té pavarura apo
té ndryshme nga zero, ashtu sikurse do té vérehet mé voné pér materialin ortotrop.



3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
MT KONSTITUTIVE DHE ENERGJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Ndérthurjet midis deformacioneve té ndryshme
Né matricén e fleksibilitetit té njé materiali izotrop pasqgyrohen disa vecori gé kané
deformacione té ndryshme, lineare dhe té prerjes, té njohura kéto si “ndérthurje”,
“ndérveprime” apo thjesht “lidhje” (ang. “coupling”). Ato kané ndikimet e tyre né sjelljen
(reagimin) e materialit ndaj ngarkesave té jashtme. Kéto ndérthurje evidentohen né
marrédhénien €-o (3.34), té dhéné si vijon (sipas [15], etj.):

¥ - _511_ _/'512 Si3 | S Sis 816__0-11_ Ndérthurja
Ndérthurja ||+ Ts, s, |s, s. s, lles orerje-zgjatim (3.39)
zgjatim-zgjatim || &, | |47 s, S, S Syl o " |
/72’(/ S41 S42 S43 S44 O3 Nderthurja
] |72 |Su Su Su Su Sq Oy prerje-prerje
Zgjatim 72] S, Sy Su Sy Se SexdlOw

| \ Prerje




3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Ndérthurjet midis deformacioneve té ndryshme

Ndérthurja
prerje-zgjatim

w S5 S |—011—|

2 O S|l 0

Ndérthurja /_jj/_/g'sﬂ e . .
Zgjatim'zgjatim ! S, S Sz Sy || O (3.39) Nd?rthurjia
/723 Su Su Si Su Tss prerje-prerje
- - Y13 S, S S.. S S O3 I

51 52 53 54 55 _ _
Zgjatlm L7120 [ Sg Se; Ses Ses  Ses 866‘__‘712_ Prerje
Fleksibilitetet e “pa-ndérthurura”s | S,, dhe S,, shkaktohen nga sforcimet normale

o,,0, dhe o,,té ushtruara sipas drejtimeve té atyre fleksibiliteteve.

Fleksibilitetet e “pa-ndérthurura” prerése S,,, S, dhe S, shkaktohen nga sforcime prerése
té aplikuara né planet pérkatése.

Fleksibilitetet S ,, S, dhe S, shprehin “ndérthurje” té tipit “zgjatim-zgjatim” - “efekti i
Puasonit”. Analoge me ‘to mund té konsiderohen fleksibilitetet S, | S,  dheS,, gé shprehin
“ndérthurje” té tipit “prerje-prerje”, pra shfagje té deformacioneve prerése né plane té
ndryshme nga ato té aplikimit té sforcimeve prerése.

Ndérkaq, fleksibilitetet S.4rSie,Si61 500 Syer Sy Sayy S dhES,, shprehin ndérthurje mé té
komplikuara, té tipit “prerje-zgjatim”.

2




3. CILESITE E MATERIALEVE — MATERIALI ANIZOTROP -
LIGJET KONSTITUTIVE DHE ENERGIJIA E DEFORMIMIT ELASTIK
3.2 LIGJI | PERGJITHESUAR | HUKUT - Ndérthurjet midis deformacioneve té ndryshme

Né vijim, ekuacioni (3.40) shpreh né njé formé konkrete ligjin e pérgjithésuar té Hukut
né versionin -0 pér njé material me anizotropi té ploté. Aty, né matricén [S]

i Voo Ve M s T ]
E, E, E, G, G G
. _ — h i _ V32 77 42 7752 7762
€11 1 E2 E3 G4 Gs G6
Ep| | _Ms Vs 1 Mg My Tl
E33 _ E, E, E, G, G G
V23 T4 T4 T34 1 ey M
V13 E, E, E, G, G G
| 712 | Ths UPs s Has 1 s
E, E, E, G, G G
The T]26 My Hag  Hsg 1
E, E, E, G, G G

termat e “ndérthurjeve” té evidentuara te

(3.39) jané vlerésuar né termat e

“konstanteve inxhinierike” E, v, G, si dhe

té disa koeficientéve té tjeré specifiké té

njohur si “koeficientét Lekhnitski, n" dhe
(3.40) “koeficientét Chenstov, W".



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.1 KUPTIME BAZE

¢ Simetria si invariancé ndaj transformimeve ortogonale

Né fusha té ndryshme fizike si dhe né MM simetria e brendshme (materiale) i
referohet njé pike, aksi apo plani koordinativ, né hapésiré ose plan. Me kété
nocion shkurt nénkuptohet kjo karakteristiké e materialit: né se masim njé
cilési fiziko-mekanike né pika té tij g¢ ndodhen né drejtime té ndryshme, por
gjeometrikisht simetrike marrim rezultate té njéjta. Pér njé material qé
posedon njé simetri té brendshme ndryshe thuhet se ne nuk jemi né gjendje
g€ nga provat (matjet) té “kapim” ndryshime (transformime) té caktuara té
sistemit koordinativ té referimit.

Né njé “kontekst matematik”, thuhet se simetria e materialit shprehet nga
invarianca e njé madhésie kundrejt orientimit té sistemit koordinativ.



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.1 KUPTIME BAZE

e Simetria si invariancé ndaj transformimeve ortogonale
Fakti gé mjedisi (materiali) i njé fushe fizike-inxhinierike ka njé simetri té
brendshme shprehet me até qé matrica “karakterizuese” K=[K] e materialit, e
supozuar kjo katrore simetrike 3x3, nuk ndryshon kur mbi ‘té “aplikohet” njé
transformim ortogonal i sistemit koordinativ. Ky transformim nénkupton
aplikimin mbi K té njé matrice katrore 3x3 a:

&; &, da;
d=|dy 8y dy (4.1)
_a31 a'32 a33_
gé pérgjithésisht éshté jo-simetrike dhe e tillé gé:
aa' =a'a=1,pra: a' =a
ku 1 = [1] 8shté matrica njési 3x3. (4.2)

Matrica a = [a] quhet matricé ortogonale.



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
. MATERIALI ORTOTROP
4.1 KUPTIME BAZE

e Simetria si invariancé ndaj transformimeve ortogonale
Kushti i simetrisé materiale shprehet me barazimet:

K=a ' K-a=a’ -K-a (4.3)
Ja dy matrica ortogonale:
1.- Matricé numerike 2.- Matrica transformuese (1.13)
(08 06 0) A, &, a,
a=|-06 08 0| (4.4) lal=|a, a, ay (1.13)
\ 0 0 1) A3 dy Ay |

Né MM, ku pér rastin e pérgjithshém 3-D si “matricé materiale” mund té
konsiderojmé matricén e ngurtésisé té materialit C, e cila ka pérmasat 6x6,
marrédhéniet analitike té€ dhéna mé sipér mbi simetriné adoptohen né ményra té
pérshtatshme pérkatése.



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.1 KUPTIME BAZE

¢ llustrim: Materiali me izotropi térthore

Ky éshté material me simetri kundrejt njé aksi - né rastin konkret té fig. 4.1.
Kjo tregon gé materiali ka veti té njéjta né cdo drejtim té hequr né njé plan pingul

Il ”

Duke pérdorur njohurité nga Gjeometria analitike

v Aksi vertikal do té konkludohej se materiali ka veti invariante
[ simelrisé

ndaj rrotullimit té sistemit koordinativ, me njé
kénd cfarédo O né planin x-y (rreth aksit z).
Matrica ortogonale e njé transformimi té tillé
éshté:

cosd singd O
a=|-sin@ cosd O (4.5)

Figura 4.1 (pé;;ht. nga [17]) |0 0 1 .




. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Karakteristika té pérgjithshme

Ky material konsiderohet se pérbén njé nén-grup té materialeve anizotropé.
Materiali ortotrop ka tri plane ortogonalé simetrie (shih fig. 4.2).

Materialet ortotropé jané mjaft té pérhapur né natyré. | tillé éshté né vecanti
druri (fig. 4.3), i cili ka njé strukturé kompozite: fibra celuloze + “matricé”
ngjitése, “linjiné”. Ka dhe materiale ortotropé té
Drejumi - n&rfryara né rrugé industriale,

1 fibrave
3 Radiale si¢ jané p.sh. pllakat e holla
< 1‘/// metalike gé u pérmendén mé
ANANEEE EANER sipér (fig. 3.1), té prodhuara me
\\\\\\\QT\\\Z i = 2 procesin e petézimit ( “rolled
D == e
N Gjatésore Tangenciale

Figura 4.2 1 Figurad.3



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Karakteristika té pérgjithshme

Materiale ortotrope jané edhe pllakat e holla (“lamina”), té prodhuara me
material kompozit me fibra pérforcuese, njé- drejtimshe (fig. 4.4) ose dy-
drejtimshe. Elementét e njé lamine jané fibrat dhe “matrica” lidhése, me modulet

elastike pérkatése té tyre.
Né funksion té destinacionit, mjedisit etj. “matrica” mund té jeté prej materialesh

té ndryshme, si p.sh. polimer, metal ose geramiké.

P

FIBRA MATRICA LAMINA KOMPOZITE
O E,
Figura 4.4




. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Karakteristika té pérgjithshme

Disa lamina mund té bashkohen pér té formuar njé material kompozit laminat.

Ndér laminatet mé té hershme jané ato prej druri (me shtresa té holla druri).

Né strukturat e tipit “laminat” aplikohet gjerésisht ndérthurja e laminave me
orientime (kénde) té ndryshme té fibrave pérforcuese, si né fig. 4.5 p.sh.
Vecanérisht né industriné aero-spaciale ka laminate me numur té madh laminash
(100 e mé shumé ) me fibra xhami apo karboni dhe me trashési nga 5mm né 0.1
mm. Né fig. 4.6 paraqitet prerja térthore e njé laminati me tre lamina “epoxy” me
fibra grafiti ( “graphite/epoxy lamina”), té lidhura midis tyre me trashési secila 5mm,
me orientime té ndryshme né plan (0°/30°/-45°).

x=-7.5mm ;
0° Smm
x==2.5mm }
30° Smm
x=2.5mm T :
0]
Figura 4.5 Figura 4.6  y—7 5mm 43 x, [omm




. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Shprehjet e ligjit té Hukut — Rasti 3D i laminave ortotrope

Paraqitjet vijuese pérgendrohen te laminat ortotrope. Modelet principale llogaritése té
tyre jané paragitur né fig. 4.7-a,b. Aty drejtimi i fibrave pércakton drejtimin e njé aksi
kryesor, atij gjatésor gé shénohet me L (ose 1). Aksi pingul me ‘té né planin e laminés
éshteé gjithashtu kryesor dhe quhet térthor, T (ose 2). Kemi dhe aksin kryesor 3, normal
me planin 1-2.

Dyshet e akseve “kryesore” 1(L), 2(T), 3 pércaktojné planet ortogonale té simetrisé té

laminés. Né fig. 4.7-a tregohet kéndi pozitiv O, si dhe akset globale té llogaritjes x, v.
‘-T L1 Referuar njé sistemi té tillé

/< 3 0 5| matricat e ngurtésisé [C] dhe té
0 7 ° oJ fleksibilitetit [S] t& materialit
@)

> 0

x o O ortotrop jané me mjaft elementé
O . .
0 zero dhe kané vetém 9 konstante

. elastike té pavarura nga 21 gé ka
a) Figura 4.7 b) materiali anizotrop.

T,2




. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Shprehjet e ligjit té Hukut — Rasti 3D i laminave ortotrope

Forma e pérgjithshme e matricave [C] dhe [S] té materialit ortotrop éshté pérkatésisht:

Cll C12 Cl3 0 O 0 Sll S12 Sl3 O O O
C21 C22 C23 O 0 0 SZl 822 823 O O O
cl- ¢, C, C, 0 0 O S;; S, S;; 0 0 O
[C]= o 0 0 C, 0 O o 0 0 S, 0 O
0 0 0 0 C. O 0 0 0 0 S, 0
0 0 0 0 0 G 0 0 0 0 0 S
Ri-shkruajmé (3.39): . Ndérthurja
" - & S, Sz |Syu Sy Sil|| oy - - -
Ndérthurja /4;/2;' s ls o esetlon prerje-zgjatim
A I ati M-7Z I ati m €33 L~ Va1 Sy Sy S Syl || 0w N _
al 9] s, s, s, s, o | (3.39) Ndeérthurja
S At g Ssi S Ses Se S5 o 913 1 1
ZgJ atl m L7120 [Sq; Sep Ses Ses Sgs ‘ Sgs |LO12_ Pre rje pre rJe-prerJe

Nga krahasimi i (4.7) me (3.39) konkludojmé se kur né njé laminé ortotrope sforcimet nga
jashté ushtrohen sipas akseve “kryesore” té saj, né 'té nuk shfagen ndérthurje mes
deformacioneve normale dhe deformacioneve té prerjes; gjithashtu nuk shfagen
ndérthurje té deformacioneve té prerjes mes tyre.



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Sjellja e laminave ortotrope ndaj ngarkesave té jashtme

Né fig 4.8-3,b tregohet sjellja (reagimi) e njé elementi ortotrop né plan. Sforcimet
normale shkaktojné, sipas drejtimeve kryesore, vetém deformacione lineare (fig. 4.8-a):
térheqgje né drejtimin L(1) dhe, si efekt Puasoni, ngushtim né drejtimin térthor T(2),
ndérkohé gé deformacionet e prerjes jané zero. Né ményreé analoge, njé ngarkesé
prerése sipas orientimeve L-T (fig. 4.8-b) i shkakton elementit deformacione né prerje
vetém né planin L-T. Situatat e fig. 4.8-a,b jané té ngjashme me ato té njé lamine

izotrope TT

— i —

% 3 ./ /

—>L y

Ngarkesé aksiale né drejtimin kryesor, L Ngarkesé prerése né planin LT

a) b)

Figura 4.8



" MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -

. .MATERIALI ORTOTROP .
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Sjellja e laminave ortotrope ndaj ngarkesave té jashtme

Midis laminave ortotrope dhe izotrope ka ngjashmeéri, por dhe njé ndryshim thelbésor:
laminat izotrope nuk kané akse apo plane "té preferuar”, sipas té ciléve té shfaget njé
deformim i thjeshté, “i rrequllt”; ato deformohen né forma “té rregullta” ndaj ngarkesave
té orientuara né ményré té ¢fardoshme.

Né ndryshim nga laminat izotrope, laminat ortotrope ményrén e “rregullt” té deformimit
e kané té kushtézuar me ngarkimin sipas akseve kryesoré. Laminat ortotrope me
ngarkime té tilla cilésohen si “ortotrope speciale”. Né fig. 4.9 -a,b tregohet se si te e njéjta
laminé si ajo e fig. 4.8 a,b shfaqget “ndérthurjet” midis deformacioneve té zgjatim -
shkurtimit dhe atyre té prerjes. Shkaku: materiali ortotrop i laminés éshté i ngarkuar me
forca té orientimeve arbitrare (¢farédo), pra jo sipas akseve kryesore. Késhtu ai material
reagon (sillet) njélloj si materialet me anizotropi té ploté.

N s _
a) 5:_/ /—; Figura 4.9 / // b)

—

Ngarkesé térhegése né drejtim arbitrar Ngarkesé prerése né drejtim arbitrar



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -

MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Llogaritja e laminave ortotrope speciale

Nga kuptimi fizik gé ka secili prej termave té matricés té fleksibilitetit (4.7) té njé
materiali ortotrop dhe duke pérdorur formula té Rezistencés sé materialeve, kjo matricé
SE[Sij] merret né formén konkrete vijuese:

1 Va Vs o o o]
El E2 E3
e LYo g g
El E2 EZ
R
El EZ E3
s, |= . (4.8)
0 0 0 — 0 0
GZS
0 0 0 0 — o0
G31
o 0o 0 0 o0 -
ku: Gy, |

e E,E,&E,tre modulet e elasticitetit né drejtimet kryesore 1, 2, 3;
* tre modulet elastiké té prerjes G,,,G,, &G,, (0seG,;) né planetl-2, 2—-3 & 3-1 (ose 1-3);
e tre koeficientét e Puasonit Vi, Vo & Vs



. MATERIALE ANIZOTROPE ME SIMETRI TE BRENDSHME -
MATERIALI ORTOTROP
4.2 MATERIALI ORTOTROP - Llogaritja e laminave ortotrope speciale

Matrica e ngurtésisé CE[CU] merret nga invertimi i matricés [Sij] té (4.8):

| 1_ V23V32 V21 + V23V31 V31 + V21V32 0 O ]
E,E.A E,E,A E,E,A
Vo + Vi3V 1- VisVa Vo +Vi,Vs 0 0
E,E.A EEA EEA
[Cij :| =| Var TVouVay Vg TV,V5 1- VioVar 0 0 0 (4 . 9) .
E,E,A E,E.A E,E,A ku:
0 0 0 Gy 0 0 |A= (1 — VoV = VpgVgy — VgV — 2V21V32V13 )/ ( E1 Ez E3 )
0 0 0 0 G, O
0 0 0 0 0 G (4' 10)

Zgjidhja e problemeve té [aminave (trupave) ortotrope speciale, pra té ngarkuar sipas
akseve kryesore béhet me ekuacionin vijues gé shpreh ligjin e pérgjithésuar té Hukut si
marrédhénie €-0: € =S;0; ose {¢,| :[Sij]{cj} (1, J=1,...,6) (4.11)

i |
me [Sij] sipas (4.8). Nése jepen sforcimet o, nga (4.11) gjenden deformacionet €;.
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